Wyklad 2

Prawo Kirchhoffa.

Do opisu promieniowania rzeczywistych cial, wprowadza si¢ 2 funkcje, ktérych ksztalt
ustala sie dla kazdego ciata do$wiadczalnie. Sa to zdolno$é emisyjna ciata M. i zdolnosé
absorpcyjna A. Zdolnoéé emisyjna to strumieq promieniowania emitowany przez jednostke
powierzchni Zzrodta. Jesli odniesé ja do przedziatu spektralnego AA, to méwimy o spektralnej
zdolnoci emisyjnej ¢ 4. Stopien absorpcji promieniowania okresla zdolnosé absorpeyjna.
Jest to stosunek strumienia promieniowania zaabsorbowanego do strumienia padajacego na
ciato. Jesli odnies¢ ja do przedziatu spektralnego AA,to méwimy o spektrainej zdolnosci
absorpcyjnej 2. Zarowno zdolnosé emisyjna jak i zdolnoé¢ absorpcyjna zalezg od
temperatury ciala, T. Dlatego spektralne zdolnosci: emisyjna i absorpcyjna zwykle okresla si¢
jako funkcje dlugosci fali i temperatury, e 1 (A T)ia (4 T).

Wyobrazmy sobie ukiad ciat, ktére nie stykaja si¢ ze sobg i znajdujg si¢ w pewnym
ukladzie zamknigtym w ktorym panuje proznia (patrz rys.1). . '

Rys.1.

Jesli wyjsciowo temperatury tych cial sa rozne, to jak pokazuje do$wiadczenie, po
pewnym czasie uklad osiagnie stan rownowagi i temperatury cial wyréwnajg si¢. Dzieje si¢
tak dzicki wymianie — emisji i absorpcji — fotonéw miedzy ciatami. Ciala o wigkszej
zdolnosci emisyjnej tracq w jednostce czasu wigcej energii niz ciata 0 mniejszej zdotnosci
emisyjnej. Jesli jednak pozostaja w stanie réwnowagi termodynamicznej z innymi ciatami, to
oznacza to, ze musza rowniez odpowiednio wiecej energii zaabsorbowa¢ w jednostce czasu..
W konsekwencji, stosunek spektralnej zdolnoéci emisyjnej do spekiralnej zdolnosci
absorpcyjnej cial jest taka sama funkcja diugosci fali i temperatury, niezalezna od rodzaju
ciala:
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Roéwnanie (1) stanowi tre$¢ prawa Kirchhoffa.

Z réwnania (1) nie wynika oczywiscie jaka jest postaé funkcji f (1 T). Doswiadczalne
zbadanie postaci tej funkcji nie jest fatwe, gdyz wymaga jednoczesnego pomiaru zdolnosci
emisyjnej i zdolnosci absorpcyjnej ciala. Diatego tez w rozwazaniach dotyczacych
promieniowania cieplnego wprowadza si¢ pojecie ciata, ktorego zdolno§é absorpcyjna dla
wszystkich diugosci fal i w kazdej temperaturze jest rowna jednodci. Oznacza to, ze takie
cialo , zwane ciatem doskonale czarnym (CDC), absorbuje catkowicie padajace naf
promieniowanie, niezaleznie od dlugosci fali i temperatury.




Dla CDC, a2(A T) = 1 i zgodnie z rownaniem (1), zdolnos¢ emisyjna CDC jest
poszukiwang funkcja f (4 T). W przyrodzie nie ma cial o wlasnosciach CDC. Sadza w
zakresie widzialnym ma zdolno$¢ absorpcyjng bliska 1 ale w dalekiej podczerwieni spada
ona znacznie ponizej jednosci. Sztucznym modelem CDC jest maly otworek w ostonie z
nieprzezroczystego materiatu ( patrz rys2.). Promieniowanie wpadajace do otworka na skutek
wielokrotnych odbi¢ od scian wneki jest niemal calkowicie absorbowane, niezaleznie od
dlugosci fali 4 (otwarte okna doméw ogladane z ulicy s3 rowniez nieztym przykladem CDC).

Na rys.3. przedstawiono uklad pomiarowy stuzacy do wyznaczania spektralnej zdolnosci
emisyjnej CDC. Wiazka promieniowania wychodzaca z otworu wyjsciowego CDC jest
skupiana na szczelinie wejSciowej spektrometru. W spektrometrze znajduje si¢ element
dyspersyjny ( pryzmat lub siatka dyfrakcyjna ) ktory rozszczepia swiatlo na fale quasi-
monochromatyczne. To $wiatlo nastgpnie jest kierowane na detektor promieniowania. Sygnat
na wyjsciu tego detektora odwzorowuje spektralna zdolnos¢ emisyjng CDC, czyli funkcje
f(A1).

ZREN VAN

Rys.3. Uktad do pomiaru f (A T).

Na rys.4. przedstawiono wykres spektralnej zdolnosci emisyjnej, czyli e 4 (4 T) w funkcji
dtugosci fali A, ktory uzyskuje si¢ przy pomocy przedstawionego powyzej pomiaru dla
trzech roznych temperatur CDC.

Jak wynika z rys.4 pole pod krzywa dla kazdej temperatury jest tym wigksze im wyzsza
jest temperatura CDC. Jesli scatkujemy spektralng zdolno§¢ emisyjna po wszystkich
dlugosciach fal Ato otrzymamy catkowita zdolno$¢é emisyjna, a to jest wilasnie pole pod
wykresem funkcji f (A T) na rys.4. Jak pokazat Boltzmann, warto$¢ tej catki jest rowna:



M= [e, di=oT* V)
0

gdzie statac= 5.7 10° W/(m®K*) i nazywa si¢ stala Stefana - Boltzmanna. Zgodnie ze
wzorem (2), catkowita zdolno$¢ emisyjna CDC jest proporcjonalna do czwartej potegi
temperatury ciala. Powyzsze sformulowanie stanowi tre$¢ prawa Stefana — Boltzmanna.
Zgodnie z tym prawem, CDC o powierzchni A 1 temperaturze T , ktore znajduje si¢ w
otoczeniu o temperaturze Ty emituje strumien promieniowania © réwny:

®=A o(T*-T?) 3)
3 ! P a ! '
i
N
| ]
| :
! 1
o\
2r | | 7
% o\
E e
o : obszar | €. = §T{ )
=) ™ widzialny " x
= | 4
= L | 7000K i
s i 6000K
: lf (ro,tn wadr
|
! S000K “5))
1 :4000K
0 . l l L A l A
05 10 1.5
At0* )

Jak wynika z rys.4., ze wzrostem temperatury CDC maksimum spektralnej zdolnosci
emisyjnej przesuwa si¢ w stron¢ fal krotszych. To przesuwanie si¢ dtugosci fali A max,
odpowiadajacej maksimum zdolnosci emisyjnej, opisuje prawo Wiena:

Amax T=289810°mK=2898 ymK (4)

W tabeli I przedstawiono dlugosci fal A max dla kilku Zrodel promieniowania o okreslonej
temperaturze. Prawo Wiena wyjas$nia znane zjawisko zmiany barwy §wiecenia nagrzewanych
cial. I tak dla temperatury pokojowej - maksimum zdolnosci emisyjnej przypada na obszar
podczerwieni. W miar¢ podwyzszania si¢ temperatury maksimum przesuwa si¢ ku widzialnej
czesci widma przy czym jako pierwsze pojawia si¢ §wiecenie czerwone. Nastgpnie Swiecenie
obejmuje dalsze cze¢sci widma i w rezultacie swieci bialym zarem.

Prawo odwrotnych kwadratow.
Rozwazmy maly element powierzchni dA CDC i strumien promieniowania ® z tego
elementu do potprzestrzeni. Jesli element powierzchni moze by¢ rozpatrywany jako zZrodio




Tabela I
Temperatura Dlugoéé fali Emiter
°K °C um]] :
273 0 11 16d
373 100 8 wrzaca woda
473 200 6,3 kolba do lutowania
573 300 52 zelazko do prasowania
713 500 3,9 ~gorace zelazo o
Loy 12730 1000 - 2,3 - | grzejnik Ni-Cr ~ . ¢ -
.. 2848 2575 1,0 - wiékno wolframowe
© 3000 2727 0,97 taréwka samochodowa .

punktowe, wOwczas natgzenie napromieniowania na powierzchni potkuli o promieniu 1y
wynosi ( patrz rys.5):

En= /271 (5)
za$ na powierzchni potkuli o promieniu ra:
En= ®/(2715°%) (6)
Z réwnania (5) i (6) mamy zatem:
En /Ba= 2/ )
Tak wigc natezenie napromieniowania zmienia si¢ odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu

odleglo$ci miedzy zrodiem a detektorem promieniowania. Prawo to nazywa si¢ prawem
odwrotnych kwadratow.

Rys.5. Ilustracja prawa odwrotnych kwadratow.



Wyprowadzimy teraz zalezno$¢ miedzy emitancja M. ciata doskonale czarnego a gestoscia
energii zrownowazonego promieniowania cieplnego wewnatrz CDC. Wektor j gestosci
strumienia energii promieniowania elektromagnetycznego rozchodzacego si¢ w jednym
kierunku wyraza si¢ wzorem:

i=pc @®

gdzie p jest gestoscia energii za§ ¢ oznacza wektor predkosci fali elektromagnetyczne;.

Wewnatrz CDC promieniowanie elektromagnetyczne rozchodzi si¢ we wszystkich
kierunkach, nalezy wiec wziaé pod uwage strumief energii pc¢ rownomiernie roztozony po

kacie brylowym 4 . Zatem z kazdego punktu plynie strumien energii o gesto$ci rownej:
dj= pcdQ/(4rn) ©)

Jak bylo pokazane na wykladzie pierwszym, kat brylowy dQ mozna zapisa¢ we
wspoirzednych sferycznych:

dQ =sin 9d9ddy (10)

Wezmy elementarny wycinek powierzchni dA wneki. Strumief promieniowania wysylany
przez t¢ powierzchni¢ w kat brylowy d Q = sin9d9ddp , nachylony do normalnej do dA pod

katem 9 jest rowny:

d®=djdA cos8 = 4&:_ dQ dA cos8= fc—dAcos.Q sin9d9dde (11)
T T

Zatem strumien energii wysylany w potprzestrzen bedzie rowny:

@zfﬁj I cos 9 sin 9d9dgpdA (12)
ary 5

Poréwnujac to rownanie z réwnaniem opisujacym taki sam strumiefi promieniowania ale przy
pomocy luminancji (otrzymanym z prawa Lamberta)

@:ij cos 9 sin 9d9dpdA
3
(13)

otrzymuje sig:

o
L="— 14
4r (14)

Poniewaz dla zrodta lambertowskiego M = L, to ostatecznie otrzymujemy:

_pe
M= (15)



Prawo Plancka

Na rys.4. przedstawiono widmo promieniowania CDC otrzymane w wyniku eksperymentu.
Proba dopasowania modelem teoretycznym promieniowania emitowanego przez CDC,
opartym na gruncie teorii falowej $wiatla nie powiodla si¢. Dopiero Planck odniost sukces ,
znajdujac postaé funkcji doktadnie odpowiadajacej tej krzywej doswiadczalnej. Musiat w
tym celu zrobié zatozenie, ze promieniowanie elektromagnetyczne emitowane jest w postaci
osobnych porcji energii o wartosciach proporcjonalnych do czgstosci promieniowania v:

e=hv

(16)

Wspolczynnik proporcjonalnosci nazwany zostat stata Plancka i jest rowny 6.6 103%s. Jesli
promieniowanie emitowane jest porcjami po hv, to jego energia jest rowna wielokrotnosci hv:

€, = nhv

Rozpatrzmy wngke CDC (patrz rys. 6).

17

Whneka w ksztalcie szescianu o meta-
lowych $cianach wypelniona promieniowaniem
elektromagnetycznym. Pokazane s trzy nie-
interferujace ze soba skladowe tego promienio-
wania, odbijajace si¢ od §cian tam i z powrotem;
tworza one fale stojace z wezlami na kaidej
$cianie

Rys.6. Wnegka — model CDC

W stanie r()ivnowagi energia powinna rozkltada¢ si¢ na poszczegélne oscylacje wg. prawa
Boltzmanna, Prawdopodobiefistwo tego, ze energia oscylacji o czgstosci v ma wartos¢ € p,
okreslone jest wzorem:
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Znajac prawdopodobiefistwo pojawiania si¢ poszczegélnych wartosci energii oscylacii,
mozna znalez¢ $rednia warto$¢ tej energii , <€>:

o0
Z nhve—nhv/kT

<€>= 3 p,e, = 0 (19)
n —nhv kT
Z e
n=0

Niech teraz hv /kT =x, i zal6zmy, ze x moze przyjmowac wartosci ciaglte. Wowczas mamy:

Z ne ¥ .
<g¢>=hy Eg)——— =—hviln > e (20)
Ze—-nx n=0

n=0

Argumentem logarytmu we wzorze (20) jest suma nieskoficzonego szeregu, ktorego pierwszy
wyraz jest rowny 1 a iloraz ™. Poniewaz iloraz jest mniejszy od jednosci to szereg jest
zbiezny i jego suma jest rOwna:

1

0
Ze—nx _
n=0 1-e7*

Podstawiajac sumg szeregu do (10) i réZniczkujqc otrzymujemy:

-X
<g>= -hv %ln ! —hy < = hy 21

1-e™

Podstawiajac ponownie hy /kT = x, otrzymujemy:

_ hv

Zauwazmy, ze dla v dazacego do zera ( czyli jesli zbior dozwolonych energii jest ciagly),
wzor (22) przeksztalca si¢ w wyrazenie <e> = kT (wowczas bowiem *T ~1 + hv/kT).

Mozna pokazaé, ze liczba fal stojacych dn, mieszczacych si¢ w jednostce objetosci wneki
jest rowna:

dn,= 8z Vidv/c® (23)

Tak wiec jesli na jedna falg przypada <e> wg wzoru (22) to gesto$¢ energii na przedziat
czestosci dv :



_ hv 2 3
p(V,T) dv= ;7’-‘-/7’(7,,—:*{ 8§rvdvic (24)
Korzystajac z zaleznosci (15) otrzymujemy ostatecznie wzor na emitancj¢ spektralng CDC:
2hv3 1
&y = ———— — (25)
VI 2

Wilasnie ten wzor zostal wyprowadzony przez Plancka i nazywa si¢ prawem Plancka.



