Wyklad 111

1. Dyfrakcja na pojedynczej szczelinie
| na siatce dyfrakcyjnej

2. Fale Materii

3. Relacja nieoznaczono$ci Heisenberga
4. Funkcja falowa

5. Rownanie Schrodingera

6. Czastka w studni potencjatu



Dyfrakcja na pojedynczej szczelinie

()
. . 2 ~
1=1 sin((rrasin® )/).) 1=0.00831,
- (nasin@ )/K 1=0.01651,
5 1=004121, {4
Warunek na minima: N
masind
A nrn
A
: nA
Sind = —
a (a)

Copyright © Addison Wesley Longman, Inc.

Dla dlugiej waskiej szczeliny pierwsze minimum wypada pod katem 0=)Ma
Mozna pokazac, ze dla otworu kolowego pierwsze minimum wypada pod
katem 0=1,22)/a, stad dwa obiekty punktowe beda rozroznialne, jesli sa
rozdzielone katem 0=1,22)4a.



Kryterium Rayleigh’a A

Jesli polozenie centralnego
maksimum  jednego  obrazu
dyfrakcyjnego  przypada na
polozenie plerwszego minimum
drugiego obrazu, to obrazy te sg
rozroznialne.

Mozna pokazaé, ze dla otworu kolowego
plerwsze  minimum  wypada pod
katem 0=122)a, stad dwa obiekty
punktowe beda rozroznialne, jesli sa
rozdzielone katem 0=1,22)/a.




Fale matertii

B Dualizm falowo-czastkowy fali elektromagnetyczne;j.

® W zjawiskach takich jak dyfrakcja czy interferencja fala elektromagnetyczna
wykazuje typowe wlasnosci falowe.

® W zjawiskach takich jak efekt Comptona czy efekt fotoelektryczny fala
elektromagnetyczna wykazuje nature korpuskularng, tzn. jest strumieniem
czgstek zwanych fotonami.

BHipoteza de Broglie'a .

® W 1924 roku L. de Broglie zatozyl, Zze dualizm czgstkowo - falowy jest
wlasnoscig charakterystyczna nie tylko dla fali elektromagnetycznej, ale
rowniez dla czastek o masie spoczynkowej roznej od zera .Oznacza to, ze
czastki takie jak np. elektrony powinny rowniez wykazywac¢ wtasnosci
falowe. Fale te nazwat on falami materii. Zatozyt, ze dlugos¢ fal materii
okreslona jest tym samym zwigzkiem, ktory stosuje si¢ do fotonow.

A=

P



Fale materii

Elektron

m Masa = 9.11 x 1031 kg predkos¢ = 10°m /s

~ 6.63x107"])-s
(9.11x107*" kg)(10° m/s)

—7.28%x10"m

Pitka
m Masa=1kg predkos¢c=1m/s

347
;L:6'63X10 J-s

-6.63x10*m
(1kg)(1m/s)




Doswiadczenie C.J.Davissona I L.G.Germera (1927) ‘

Eksperymentalne potwierdzenie istnienia fal materii
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Doswiadczenie C.J.Davissona 1 L..G.Germera
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Wzér de Broglie’a
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‘ Dyfrakcja elektronow ‘

Czy elektron przechodzi rownoczesnie przez dwie szczeliny ?

Pa= 19+ % l°

e¥ -0
L
>



Dyfrakcja na polikrystalicznej folii aluminiowej ‘

Dyfrakcja

. : Dyfrakcja elektronow
promieniowania X



Dyfrakcja elektronow
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Mikroskop elektronowy transmisyjny (TEM)
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Mikroskop optyczny
Zdolnos¢ rozdzielcza rzedu 1000nm
Powiekszenie do 2000.

TEM
Zdolnos¢ rozdzielcza rz¢du 0.05Snm

Powigkszenie 50 - 10°
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SEM I TEM

Obrazy otrzymywane z TEM

Koherentne ugiecie fali Material amorficzny N Doy Material monokrystaliczny
elektronowej na N\ XK
atomach; rozpraszanie
elastyczne — bez straty

energii.

Zdolno$é rozdzielcza rzedu 0.54
Powiekszenie 50 - 10°.

Energia kinetyczna elektronow
do 400keV.

Przeslona selekcyjna
obrazu dyfrakcyjnego

Obrazy otrzymywany z SEM
(weglik spiekany)

Rozpraszanie nieelastyczne —

Ze stratg energii.

Zdolnos¢ rozdzielcza rz¢edu 1nm
Powiekszenie 5 - 10°.

Energia kinetyczna elektronow
Do 40keV.




Dyfrakcja elektronow

Elektronom o energii 20eV odpowiada
dlugos¢ fali de Brogliea’ 0,27nm.

To odleglosé, ktora odpowiada
odleglosciom miedzy atomami sieci
krystalicznej.

http://www.chem.gmw.ac.uk/surfaces/scc/scaté_2.htm



Zadanie

Zdolnosc rozdzielcza mikroskopu elektronowego

W mikroskopie TEM wigzka elektronéw o dtugosci fali 1 pm wychodzi przez otwor o promieniu 2 pm. Jaki
jest najmniejszy kat pomiedzy rozroznialnymi punktowymi Zrodtami?

Rozwiazanie

MozZemy bezpos$rednio skorzysta¢ ze wzoru na zdolno$¢ rozdzielczg A# mikroskopu (omawiang we

wcze$niejszym rozdziale) dla fali o diugo$ci A = 1 pm i $rednicy otworu ) = 2um

A 1
AG=1222 —=122. P2 _61.10 "rad =3,5-10°".
D 2um

Znaczenie

Gdybys$my uzyli zwyktego mikroskopu i $wiatta o diugosci fali 400 nm, zdolno$¢ rozdzielcza wynositaby
tylko 14° i wszystkie szczegoly obrazu bylyby rozmyte.



Zasada komplementarnosci

Fotony czy tez elektrony oraz obiekty mikroswiata w jednych zjawiskach
moga zachowywac si¢ jak fala, a w innych jak czastka tzn. wykazuja
zaréwno wiasnosci falowe jak i korpuskularne. Obie te cechy uzupeiniajg

si¢ wzajemnie , dajac pelny opis danego obiektu.




Z.asada nieoznaczonoSci - Interpretacja

Before After
collision collision
Incident Scattered
photon photon
Electron Recoiling
electron

Proces pomiaru zaburza stan uktadu



Z.asada nieoznaczonosci ‘
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Elektron po przejsciu przez szczeling zyskuje skladowa pedu w Kier. osi y :

asin®, = Q, = A p, =p,tan®, =p, 0,

A A h
py:pxa (py)sr:O ApyZpy:an:pX:

Ap,a =h




Z.asada nieoznaczonosci

* Fizyka klasyczna

— dokfadnos$¢ pomiaru jest zdeterminowana jedynie jakoscig aparatury
pomiarowej

— Nie ma teoretycznych ograniczen na doktadnos¢ z jakg moga by¢
wykonane pomiary

« Mechanika kwantowa

— Obowigzuje zasada nicoznaczonosci: pewnych wielkosci fizycznych
nie mozna zmierzy¢ rownoczesnie z dowolng doktadnoscig

Zasada nieoznaczonosci dla rownoczesnego pomiaru pedu i potozenia:
AxAp_ > T />

Przyktad. Ped poruszajacego si¢ z predkoscig v=5000m/s elektronu zmierzono
z doktadnoscia £0.003%. Z jaka maksymalna doktadno$cia mozna byto
wyznaczy¢ potozenie tego elektronu?



Zasada nieoznaczonosci energii

Zasada nieoznaczonosci dla rOwnoczesnego pomiaru energii
| czasu:

AEAT > 1/>

E

| —— Przyktad: Czas przebywania atomu sodu

3 w stanie wzbudzonym zmierzono z
=, [T s o doktadnoscia At=1.6 °10° s. Z jaka
maksymalng dokladnoscia mozna bylo

. Longt wyznaczy¢ warto$¢ energii tego stanu?

AE > L ~ 65.-10 8¢V

2At



Paczka falowa

Fale ptaskie o roznych dtugosciach Paczka falowa

VWAV
[VAVAVAVAQuuus S

w(x) = [ A(L)sin “% di
! P




‘ Czastka czy fala? ‘

(s) . ¥
Ax >
|
|
iy, = 2y ! VBV%AUAUGU%LX
—
) /1 /\ . <>
AVAAVARY/
Czastka swobodna Czastka zlokalizowana

w(x) = | A(D)sin 2% dA
. 7

(c) {d)y

AX duze — Ap, duzei

AN male — Ap, mate i Ax mate

Ax duze



Funkcja falowa

Zgodnie z hipotezg de Broglie'a, czastki takie jak elektron czy proton,
majg witasnosci falowe.

Wiasnosci falowe czastki (lub innego obiektu) w mechanice
kwantowe] opisuje tzw. funkcja falowa W(x,t) :

® zawiera w sobie wszystkie informacje o obiekcie (np. czgstce)
® w ogolnym przypadku jest to funkcja zespolona wspotrzednych
przestrzennych oraz czasu
®musi by¢ funkcjg ciggtg , a takze musi mie¢ ciggta pochodng
® kwadrat modutu funkcji falowej
2
v =y *y

jest gestoscig prawdopodobienstwa znalezienia czgstki w chwili t
w pewnym punkcie przestrzeni

p=|¥[ AV = [|¥?ldv =1
Vv



Czastka swobodna wg mechaniki kwantowej
¥(z,t)= Acos(kx — wt)+iAsin(kz — wt),

gdzie A jest amplituda funkciji, k jej liczbg falowa, a w odpowiada czesto$ci katowej. Wykorzystujgac wzor Eulera
e'? = cos ¢ + i sin ¢, mozemy zapisaé to réwnanie w nastepujacy sposob

U(z,t)= Ae'Fz=t) — el

gdzie ¢ to kat fazowy. JeZeli mamy do czynienia z funkcjg wolnozmienng w przedziale Az, prawdopodobieristwo
znalezienia czgstki jest rowne

P(z,z + Az)= ¥*(z,t) U(z,t) Az = A’ A*e Az = A* AAz.
Jezeli A jest liczbg zespolong (a + b, gdzie a i b sg statymi rzeczywistymi), to
A*A =(a + ib)(a — ib)= a® + b°.
Zauwazmy, Ze czesci urojone zniknety. Tak wiec
P(z,z + Az)~ |A|2£\:I:

ma warto$¢ rzeczywistg. Interpretacjia ¥*(z,t) ¥(x, t) jako gestosci prawdopodobiefistwa daje pewnosc, Ze
przewidywania mechaniki kwantowej sg mierzalne w rzeczywistym Swiecie.

Openstax tom 3 rozdz. 7



Czastka swobodna wg mechaniki kwantowej cd.

Funkcja falowa czastki swobodnej:
(z,t)= Aeike—«t)

¥ (z,t)= Acos(kx — wt)+iAsin(kx — wt),

L
w(x,r)= Ae" -
, EEW |
C I T = T
2= 'Ey o wt?
ot fi
B 1 aw p: _ _lﬁl 6 4
E=—ih W X
v Ot
2 2 A2 -
EZP—+U —iC yf—kb’w:fﬁ‘g
2m 2m Ox” ’
—i{Erj
w(x.0)=de h w(x)

Rownanie Schrodingera zalezne od czasu 1 jego rozwigzanie



Stacjonarne rOwnanie Schrodingera

Funkcje falowa, 'V dla danej czgstki, lub bardziej ztozonego uktadu
fizycznego, otrzymujemy rozwigzujgc rownanie rozniczkowe
nazywane rownaniem Schroedingera. Jezeli energia potencjalna
czastki U nie zalezy od czasu, to rownanie Schrodingera jest
rownaniem niezaleznym od czasu i nazywa sie stacjonarnym
rownaniem Schrodingera.

7° doP(x)
2m  dx’

FU (X)W (X) = EY(X)



Czastka swobodna

Czastka swobodna - na czastke nie dziatajg zadne pola.
Energia potencjalna czastki U(x)=0.
_B? dPP(X)

2m  dx’

= EWY(X)

Szukamy rozwigzania w postaci ¥ (X)=Acos(kx) +iA sin(kx)=Ae**

2

hg

2m

A(—kz etkx ) = Fetkx

Funkcja ta bedzie rozwigzaniem gdy:

72) 2
" 2m

E



s c— — — — -

Czastka w studni potencjalu

1. Przypadek klasyczny

—_————

Znajdujaca si¢ W glebokiej studni
pitka moze posiada¢ dowolna ener-
gie kinetyczna.

W szczegolnym przypadku gdy
znajduje si¢ W spoczynku na dnie
studni posiada energic catkowita
rOwng Zeru .



Drgajaca struna

Fala stojaca powstaje gdy jest spelniony warunek:

L:ni ﬂ:é
2 n

Dlugos¢ fali stojacej jest skwantowana.
Fale stojacq opisuje rOwnanie:

2m_ 2T _ T Gtrzymujemy:
A 2L/n L ymujemy.

y(x)= Asin(nTﬂXj

Podstawiajac k =



Czastka w studni potencjalu

2. Przypadek kwantowy

0 0 . .
Energia potencjalna
U(x) — oo dla x e (—o0,0) U (L,0)
v v |0 dla xe(0,L)
U=0
0 I Warunki brzegowe: \‘P(O)\2 = \\P(L)\2 =0

he d°Y

— EY
2m dx?

Rownanie Schrodingera:



Czastka w studni potencjalu ‘

W obszarze studni X € (0,L) czastka jest czastka swobodna.
Moze poruszac si¢ w prawo 1 w lewo. Szukamy wiec rozwigzania
W postaci fali stojacej W(X)=Ae'** + Be *** = Csin(kx + a)

Warunek brzegowy dlax=0: [¥(0)|* =0 - a =0
spetniony jest jedynie gdy a = 0

Warunek brzegowy dlax=L: [¥Q)[ =c| intk-D)]* =0
spetniony jest jedynie gdy kL=nr .

N 2.2 212
K=— oraz Ezﬂ skad |E = L
L 2m 2mL?

n2




Czastka w studni potencjalu -wnioski

Pytanie: czy n moze by¢ rowne zeru?

Dla n=0 energia k=0 oraz ¥(x)=C sin(0 * x)= 0.
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo znalezienia czgstki
w tym obszarze |¥(x)[Ax=0

Whniosek: najmniejsza wartos¢ n=1. Czastka musi
miec energi¢ ro0zng od zera. Najmniejsza energia:

3 72'2h2

2
_2mfl

Ey




Czastka w studni potencjatu -wnioskKi

W nieskonczonej studni potencjalu energia czastki moze
przyymowac tylko pewne scisle okreslone, rozne od zera wartosct:

E

3 T°h?
2mL?

N

2

gdzie

n=2>5

n=4

=
Il
r

=
Il

E
M

n=1 2, 3, ..

25E,

16E

OF



Czastka w studni potencjalu - wnioski

. mn
Funkcja falowa : P, (x) = Asme

Warunek unormowania : czastka musi si¢ znajdowac¢ w obszarze 0-L:

L
j W ()P = 1
0

2
dx =1 2sin®x =1 — cos 2x

2 . NnNrxr
Y. = _|—sIn(—X
S L

[

Asin—
SmLx



Czastka w studni potencjalu -wnioski

: 2 .
Funkcja falowa : ‘¥, = \/Esm(nT” X)

Wewnatrz studni powstaje fala stojgca materii z
wezlami na brzegach studni.




‘ Czastka w studni potencjalu -wnioski

Przyktad 1

Pylek o masie 1 g w studni o szerokosci 1 cm

a) minimalna energia

-

kT (6.63-107T -5)°
8mI*  8-10 kg -10*m?

E, =5.49.10° %17 =3.43.10 %V
b) nr poziomu gdy porusza si¢ z predkoscig 3cm/s

E, = ;mv2 =4.5.10"°J

E,=n’E, = n=.E,/E =11-10°

E . —E, =Qn+1)E ~75-10 eV

n+l



Czastka w studni potencjalu -wnioski

Przyktad 2

Elektron o masie 9.11x10-3! kg w studni o szerokosci 0.2 nm.

a) minimalna energia

h? (6.63-107*J - 5)?

—18 ;
= — = =T 0 =1-21-10 "J =9.42¢elV
mL~  8-(9.11-107 kg)-(2-10" " mY

L

b) poziomy drugi i trzeci
E,=4.-E;=37.7eV



Kwantowanie energii

 Energia dowolnego obiektu jest skwantowana. Obiekt
znajduje si¢ na jednym z dozwolonych poziomow
energetycznych

« Zmiana energii uktadu moze odbywac si¢ wytacznie
porcjami - kwantami

* W makroswiecie odlegtos¢ pomiedzy najblizszymi
poziomami energetycznymi jest niemierzalnie mata




Kwantowanie energii - oscylator harmoniczny

Energia potencjalna oscylatora harmonicznego:

U (x) :;ma)zx2

Réwnanie Schrodingera dla oscylatora :
5 n% d°y N Ma>x°

om o2 ¥ =EY

Funkcje falowe Y bedace rozwiazaniem tego rownania muszg by¢
ciggle 1 posiadac ciggle pierwsze pochodne. Takie rozwigzania istniejg
wyltacznie wtedy gdy energia calkowita oscylatora posiada jedng z

wartosci:

E, = (n+;)ha) gdzie n=12,3,....




Oscylator harmoniczny kwantowy
— dozwolone energie

V(x)

0
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Oscylator harmoniczny
kwantowy- funkcje falowe

Yi V(x)

Energia (w jednostkach hv0)
w
l

fe e e ———
b - ————

¥

x=0

llustracja 7.15 Pierwsze piec funkcji falowych kwantowego oscylatora harmonicznego. Klasyczne
ograniczenia ruchu oscylatora oznaczone sg pionowymi liniami odpowiadajacymi maksymalnym

wychyleniom klasycznego oscylatora * = 4+ A o takiej samej energii jak kwantowy oscylator o
stanie oznaczonym na rysunku.

Openstax tom 3 rozdz. 8



